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摘　 要:为拓展矿井瞬变电磁正演对复杂地质模型的适用性,开展了基于时域矢量有限元的三维正

演研究。 首先,基于时间域麦克斯韦方程组和库仑规范推导了磁矢量势的赫姆霍兹方程,在此基础

上结合理想导体边界条件采用 Galerkin 加权余量法推导了相应的弱形式方程,采用模型适用性强

的一阶四面体矢量单元对弱形式方程进行了单元分析,并在单元分析时将回线源视为多个电流元

克服了源的奇异性,时间离散则采用步长逐渐增大的向后差分法进行,由此实现了复杂地质模型的

矿井瞬变电磁法全波形响应计算。 对于均匀全空间模型,有限元数值解和解析解的均方相对误差

为 0． 84% ,验证了上述算法的正确性。 其次,正演了关断效应的影响,结果表明关断效应会使感应

电压升高,关断时间相同时,线性关断波形的影响大于指数关断波形,关断波形相同时,关断时间越

长,关断效应的影响越向晚期延伸;线性关断时,电流完全关断之前的感应电压主要由发射回线中

的电流变化引起。 然后,正演了巷道的影响,结果表明关断时间为 0 时巷道会使早期的感应电压降

低,但对晚期的数据影响很小,且发射回线位于巷道中心时的影响大于回线位于掘进工作面时,回
线朝向顶底板或侧帮时的影响程度要大于朝向掘进工作面时,但考虑到实际仪器的关断时间,巷道

的影响基本可以忽略。 最后,对长方体状积水采空区的水平剖面和垂直剖面响应进行了正演,结果

表明积水采空区会使感应电压升高,在水平剖面上最强的低阻异常响应出现在发射回线指向采空

区中心时,但在垂直剖面上却出现在发射回线指向顶底板时。
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3D forward modeling of mine transient electromagnetic by time-domain
vector finite element
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Abstract:In order to expand the applicability of mine transient electromagnetic (MTEM) forward modeling to complex
geological models,a 3D forward modeling method based on time-domain vector finite element was developed. Firstly,
the Helmholtz equation of magnetic vector potential based on Coulomb’s gauge was derived from Maxwell’s equations
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in time domain. On this basis, combining the perfect conductor boundary conditions, the corresponding weak form
equation was derived by Galerkin method. The first order tetrahedral vector element that has extensive applicability
was used to analyze the weak form equation,and the loop source was regarded as many current elements to overcome
the singularity of the source. The backward differentiation with increasing step size was used for time discretization.
Thus the full waveform MTEM response of any complex geological model could be calculated. Secondly,the root mean
square percentage error between FEM solution of homogeneous whole space and analytical solution was 0. 84% ,which
validates the proposed algorithm. Thirdly,the influence of ramp current was calculated. The results show that the ramp
current will increase the induced voltage,the influence of linear ramp current will be stronger than exponential one
when their turn-off time are same,and under the same turn-off waveform,the longer turn-off time the influence extends
later. Under the linear ramp current,the induced voltage before the turn-off time is mainly caused by the change of
current in the transmitting loop. Fourthly,the influence of tunnel was calculated,the results show that when the turn-off
time is zero,the tunnel will reduce the induced voltage in early time,but has barely influence in late time,and the in-
fluence is stronger when the transmitting loop is in the center of tunnel comparing to that when the loop is at the head-
ing face,when the loop is toward roof / floor or side comparing to that when the loop is toward heading face,but consid-
ering the practical turn-off time the influence can be ignored. Finally,the responses in the horizontal and vertical sec-
tion of ahead rectangular watery goaf were simulated,the modeling results show that the watery goaf will increase the
induced voltage,and in horizontal section the strongest anomalous response will occur when the transmitting loop points
to the center of the anomalous body,but in vertical section it will occur when the transmitting loop points to the roof /
floor.
Key words:transient electromagnetic;3D forward modeling;vector finite element;watery goaf;ramp current

　 　 随着矿井开采水平不断延伸,煤炭资源开采的水

害问题日益严重。 含 /导水异常体的探测是水害防治

的基础,在众多的探测手段中,矿井瞬变电磁法具有

对低阻体敏感、距离目标体近异常强度大、施工方便

等优点,在巷道掘进超前探测、工作面富水区域探测

等领域得到了广泛的应用。 开展矿井瞬变电磁法的

三维正演研究,不仅能指导实际工作中的资料解释、
提高解译精度,还能为尚处于研究阶段的三维反演奠

定基础,对该方法的发展具有重要的促进作用。
针对矿井瞬变电磁法正演问题,姜志海采用 2． 5

维有限差分法正演了全空间条件的涡流扩散,指出与

半空间的“烟圈”扩散方式不同,全空间条件下涡流

的中心始终位于发射线圈平面[1]。 谭代明、占文峰、
陈健强采用三维节点有限元法也得到了相同的结

论[2-4]。 刘志新将发射源简化为磁偶源并采用三维

节点有限元法正演了巷道的影响,指出巷道的存在使

瞬变电场响应值减小,巷道规模越大,对探测结果影

响越大[5]。 杨海燕和岳建华采用三维有限差分法正

演了巷道、关断电流等对矿井瞬变电磁响应的影响,
结果表明巷道的影响主要集中在早期,线性和半正弦

关断电流的影响主要表现在“早期”,关断时间越长,
关断效应对瞬变场的影响越向瞬变“晚期”延伸[6-9]。
于景邨和常江浩采用三维有限差分法对老空水的矿

井瞬变电磁响应进行了研究,老空水正对发射回线法

线时响应最强,当老空水位于巷道一侧时,会在巷道

另一侧产生范围和幅值都相对较小的假异常[10-11]。
胡博和岳建华采用边界元法对巷道的影响进行了正

演,指出围岩电阻率越低,巷道的影响越大[12]。 刘晓

和谭捍东初步验证了伪谱法对矿井瞬变电磁法正演

的适用性[13]。 陈丁和程久龙则采用积分方程法对全

空间条件下孔中瞬变电磁响应进行了研究,指出孔中

瞬变电磁应同时观测瞬变电磁的竖直和水平分

量[14]。 程久龙和黄少华采用有限差分法正演了各向

异性介质的瞬变电磁场响应,指出各向异性介质的对

称主轴与探测方向之间夹角对瞬变电磁响应具有较

大影响[15]。
综上所述,前人通过对矿井瞬变电磁法的 2． 5 维

或三维正演得到了很多有益的成果,采用的方法主要

为有限差分法、积分方程法和节点有限元法,这些方

法应用于复杂地质模型时均受到一定的限制[16]。 而

矢量有限元法(由于基函数位于棱边,又称棱边有限

元法)的出现很好地解决了节点有限元法的“伪解”
以及与结构相关的奇异性问题[17],具有对模型适用

性强、精度高等优点。 鉴于此,笔者开展基于时域矢

量有限元法的矿井瞬变电磁法三维正演研究,提高复

杂地质模型正演的精度。
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1　 时域矢量有限元正演算法

1． 1　 控制方程推导

针对地学问题,准静态条件(忽略位移电流)下,
时间域中的麦克斯韦方程组为

Ñ× H = J + Js (1)

Ñ× E = - ∂B
∂t

(2)

Ñ·D = 0 (3)
Ñ·B = 0 (4)

式中, Ñ为哈密顿算子;H 为磁场强度;E 为电场强

度;D 为电位移矢量;B 为磁感应强度; t 为时间;Js

为场源电流密度;J 为场源激发的传导电流密度。
此外,还有 3 个辅助的介质特性方程如下

B = μH,D = εE,J = σE (5)
其中,μ,ε,σ 分别为磁导率、介电常数和电导率。 针

对地学问题,常见矿物的磁导率与真空磁导率 μ0 十

分接近,故设 μ=μ0。
由式(2),(4)可假设

B = Ñ× A (6)

E = - ∂A
∂t

- Ñφ (7)

式中,A 为磁矢量势; φ 为标量势。
在引入库仑规范Ñ·A=0(矢量有限元中该条件

自动满足)的条件下, Ñφ = 0, 证明如下:
根据式(3),(5)和(7)可得

Ñ·ε - ∂A
∂t

- Ñφæ

è

ö

ø
= 0

　 　 在每个单元体内,假设 ε 是均匀的,由上式得

Ñ·(Ñφ)= 0,且Ñ×(Ñφ)≡0,故Ñφ=0。 因此

E = - ∂A
∂t

(8)

　 　 将式(6),(8)和介质特性方程代入式(1),可得

磁矢量势的赫姆霍兹(Helmholtz)方程为

Ñ× (Ñ× A) + μ0σ
∂A
∂t

= μ0Js (9)

1． 2　 弱形式方程

假设场源距离模型边界足够远,则在模型外边界

上可采用理想导体边界条件,即电场、磁场在外边界

上的切向分量为 0,即
n × A = 0
n × (Ñ× A) = 0{

式中,n 为模型外表面的单位法向量。
根据 Galerkin 加权余量法,基于上述边界条件

和控制方程(9)的电磁场问题的弱形式经变换、简

化后为

∭
Ω
[(Ñ× A)·(Ñ× N) + μ0σ

∂
∂t

(A·N)]dV =

∭
Ω
μ0(Js·N)dV (10)

式中,N 为矢量基函数;Ω 为模型区域。
1． 3　 单元分析

为更好地模拟复杂地电模型,采用一阶四面体矢

量单元进行单元分析。 单元的节点(阿拉伯数字)与
棱边(罗马数字)间的编码规则如图 1 所示。

图 1　 四面体矢量单元的节点和棱边

Fig． 1　 Nodes and edges in a tetrahedral vector element

单元 e 中,点(x,y,z)处的矢量势 A 在某一时刻 t
的值可由六条棱边的矢量基函数 Ne

i 表示为

Ae(x,y,z,t) = ∑
6

i = 1
Ne

i(x,y,z)Ae
i( t) (11)

式中,上标 e 为棱边 i、矢量 A 等均为基于单元的局

部编码或变量。 其中矢量基函数

Ne
i = (Le

i1 ÑLe
i2
- Le

i2 ÑLe
i1) l

e
i 　 　 ( i = 1,2,3,4,5,6)

(12)
式中,下标 i1 和 i2 为棱边 i 对应的节点编号; lei 为棱

边长度; Le
i1 和 Le

i2 为 2 个节点对应的标量基函数。 可

以证明,矢量基函数的散度为 0,即
Ñ·Ne

i = 0 (13)
　 　 结合式(11),(13),即可证明Ñ·A=0。

基函数还具有如下性质:Ne
i 在其对应的棱边 i

上的切向分量为 1,在其他 5 条棱边上的切向分量为

0,在不包含棱边 i 的面上的切向分量也为 0。
将式(11)代入式(10),式(10)左端的第 1 部分

可写为

∭
Ωe
(Ñ× Ae)·(Ñ× Ne

j )dV = ∑
6

i = 1
Ae

i( t)∭
Ωe
(Ñ×

Ne
i )·(Ñ× Ne

j )dV = ∑
6

i = 1
Ke

ij(x,y,z) ×

Ae
i( t) = [Ke]{Ae}　 　 ( i,j = 1,2,3,4,5,6)

式中,Ne
j 为某一条边的基函数;{Ae}为 6×1 的列向

量,其元素为 Ae
i( t),[Ke]为 6×6 的对称矩阵。
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同理,式(10)左端体积分中第 2 部分离散后可

表示为 [Ee] ∂Ae

∂t{ } , [Ee] 同样为 6×6 的对称矩阵。

矩阵元素 Ke
ij,Ee

ij 的表达式详见参考文献[17]。
对于式(10)的右端的计算,为减小线电流引起

的奇异性,可将回线源看做多个较短导线元的组合,
并在源附近采用较密的网格剖分。 ANSARI、李建慧

等以该方法处理导线源,取得了好的效果[18-19]。 设

发射源位于 z = 0 的平面上,其中通过的电流如图 2
所示。

图 2　 发射回线示意

Fig． 2　 Sketch map of transmitter loop

以图 2 中的Ⅰ边为列,详述计算过程,网格剖分

后,设Ⅰ边分布于若干个单元中,且总是与这些单元

的某一个棱边重合,其中的源电流密度为

Je
s(x,y,z,t) = I( t)δ(x - x0)δ(y - y0)δ( z)dlex

式中, I( t) 为随时间变化的电流强度; δ 为冲激函

数;dl 为导线元的长度;(x0,y0)为其中心坐标;ex 为

x 方向的单位矢量。 设置不同的 I( t) 即可加载不同

波形的发射电流。
令 {Fe} 为 6×1 的列向量,其元素为

Fe
j = μ0∭

Ωe
(Je

s·Ne
j )dV

　 　 根据基函数的性质,只有导线元所在棱边的

Je
s·Ne

j ≠0,其余棱边均为 0。
将上述单元矩阵组按照局部-全局编码规则装

起来后,最终得到形如下式的总体矩阵方程

[K]{A( t)} + [E] ∂A
∂t{ } = {F( t)} (14)

1． 4　 时间离散

由于式(14)中包含对时间的微分,因此求解未

知数 A( t)需对时间进行离散,本文采用无条件稳定

的向后差分法进行。 为提高精度,采用如下具有二阶

精度的差分格式[20],假设 t 时刻之前的 A 均为已知,
则

∂A
∂t

= 3A( t) - 4A( t - Δt) + A( t - 2Δt)
2Δt

(15)

其中,Δt 为时间步长。 将式(15)代入式(14),可得

{F( t)} + 2
Δt

[E]{A( t - Δt)} - 1
2Δt

[E] ×

{A( t - 2Δt)} = ([K] + 3
2Δt

[E]){A( t)}

　 　 上式即为 A( t)的递推公式,可见求解时需对

[K] + 3
2Δt

[E]æ

è

ö

ø
这一与步长 Δt 相关的矩阵求逆。

根据瞬变电磁场前期变化剧烈、后期变化平缓的特

点,先使用一个固定的时间步长(比如 Δt0)计算至某

一时刻,然后增大时间步长(如增大为 2Δt0),再计算

到某一时刻,而后再次增大时间步长,以此类推,直至

计算结束。

2　 算法验证

通过均匀全空间模型的解析解和有限元解的对

比,验证上述算法的正确性。 模型大小为 8 km ×
8 km×8 km,电导率 0． 01 S / m(电阻率 100 Ω·m),
发射源为边长 2 m 的正方形回线,水平置于模型的中

心,关断时间为 0,采用中心回线接收,接收线圈等效

面积 100 m2,在 10-6 ~ 10-2 s 的时间内对数等间距分

布 41 个时间门(电流开始关断的时刻为 0 时间)。
模型的网格剖分采用 Delaunay 法剖分非结构化

四面体网格,单元尺寸随着与发射源距离的增加而逐

渐增大,剖分后共有 30 021 个单元,在 CPU 为 E3-
1230 V2、 内 存 32 GB 的 台 式 机 上 的 计 算 时 间

为 166 s。 均匀全空间模型的有限元解和解析解的对

比如图 3 所示,41 个时间门的相对误差的绝对值均

小于 1． 5% ,均方相对误差为 0． 84% ,有限元解和解

析解吻合良好。

图 3　 均匀全空间有限元解及其相对误差

Fig． 3　 FEM solution of homogeneous whole-space and
its relative errors

3　 算例分析

3． 1　 关断效应

实际施工时,发射电流不可能瞬变为 0,总是需
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要经过一段时间后才能衰减为 0。 实际与理想电流

关断波形的偏差,也会使实际的瞬变电磁响应偏离理

论值,称之为“关断效应”。 在均匀全空间模型的基

础上,分别设置关断时间为 10 μs 的线性和指数关断

电流以及关断时间为 100 μs 的线性关断电流(图

4),研究电流关断波形和关断时间引起的矿井瞬变

电磁响应畸变。

图 4　 关断电流示意

Fig． 4　 Sketch map of ramp current

由图 5 可知,关断时间均为 10 μs 时,指数关断

相比线性关断,引起的畸变更小,激发的响应也能更

快地接近解析解,这是因为与线性关断相比,指数关

断电流的波形更接近理想的阶跃电流。 线性关断时,
电流完全关断之前的感应电压基本不衰减,推断是因

为电流关断过程中,接收线圈中的感应电压 U 可以

分为由发射回线中电流变化引起的部分(称之为 U1)
和由大地中感应涡流衰减引起的部分(称之为 U2),
U1∝ dI / dt,而电流线性关断时,dI / dt 为常数,且 U1

的强度要远大于 U2,因此 U 基本不变,图 5 中两种线

性关断电流在 10 μs 之前的 U 基本相差 10 倍也验证

了上述推论;在电流完全关断的瞬间,U1 消失,因此

感应电压出现了明显的突降;此外,与关断时间 10 μs
相比,关断时间 100 μs 引起的畸变更加向晚期延伸。

图 5　 不同关断电流的 U-t 曲线

Fig． 5　 U-t curves under different ramp current

3． 2　 巷道影响

矿井瞬变电磁法的施工总是在巷道中进行的,不

考虑巷道中的支护和机械设备,巷道空间可视为电导

率为 0 的高阻异常体,破坏了理想的全空间条件,引
起瞬变电磁响应的畸变。

围岩的电阻率和发射回线边长保持不变,在均匀

全空间模型中设置横截面 10 m×10 m、长 1 000 m 的

巷道,分别在巷道的掘进工作面和中心设置如图 6 所

示的 2 组相互垂直的发射回线(Tx1 ~ Tx4),由模型

的对称性和发射电流的矢量分解可知,巷道引起的最

大畸变必然在这 4 个线圈之中。

图 6　 巷道和发射回线布置示意

Fig． 6　 Sketch map of tunnel and transmitting loop layout

关断时间为 0 时,由巷道引起的瞬变电磁响应畸

变如图 7 所示。 巷道的影响主要表现为使早期的感

应电压降低,随着电磁波的扩散,巷道影响迅速降低,
20 μs 后含巷道影响的数据与理想全空间的相对误

差小于 10% 。 巷道引起的畸变随发射回线位置的变

化规律如下:发射回线位于巷道中心时的畸变程度大

于回线位于掘进工作面时,回线朝向顶底板或侧帮时

的畸变程度要大于朝向掘进工作面时,具体为 Tx4>
Tx3>Tx2>Tx1。

图 7　 有无巷道的 U-t 曲线(关断时间为 0)
Fig． 7　 U-t curves of models with and without tunnel

(turn off time 0)

巷道的影响主要集中在早期,而在实际施工中,
仪器一般为线性关断且有着数百微秒的关断时间,因
此无需考虑由巷道引起的数据畸变。 为验证上述推

论,在 Tx4 发射回线中加载线性关断时间为 100 μs
的发射电流,正演结果如图 8 所示。 含巷道影响的数

据与理想全空间的最大相对误差小于 6% ,实际施工

中可以忽略不计。 本文之所以设置规模超过实际的

巷道,就是为了能更好地说明上述结论。
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图 8　 有无巷道的 U-t 曲线(关断时间 100 μs,Tx4 回线)
Fig． 8　 U-t curves of models with and without tunnel

(turn off time 100 μs,Tx4 loop)

3． 3　 积水采空区

积水采空区是矿井瞬变电磁法的重要探测对象

之一,研究其响应特征对于指导实际工作中的资料解

释具有重要意义。 模型设置如图 9 所示,在电导率为

0． 01 S / m(电阻率 100 Ω·m)的围岩中,有一电导率

为 0． 002 5 S / m(电阻率 400 Ω·m)、厚 10 m 的高阻

煤层,在煤层中有一规模为 50 m×50 m×10 m 大小的

积 水 采 空 区, 其 电 导 率 为 4 S / m ( 电 阻

率 0． 25 Ω·m)。 模型整体大小、发射回线边长与

3． 2 节中的一致,发射电流线性关断, 关断时间

100 μs。 发射回线 Tx 的中心点为原点 O,它与积水

采空区左侧面中心 O′的连线定义为 z 方向,OO′的长

度为 r,本文取 r = 25 m。 为更好地显示积水采空区,
图中隐去了围岩和大部分煤层。 正演时采用转动发

射线圈的方式模拟实际施工中的扇形探测,引入类球

坐标的角度参数(θ,φ)以更好地描述发射回线法向

量 nT 的朝向。 图 9 中,σ1,σ2,σ3 分别为围岩、煤层

和积水采空区的电导率;(θ,φ)为回线指向引入的类

球坐标的角度参数。

图 9　 积水采空区模型示意

Fig． 9　 Sketch map of watery goaf

图 10 为 φ=90°时不同角度 θ(nT 指向在水平面

上变化,故称之为“水平剖面”,如图 11 所示)的 U-t
曲线对比,为突出异常只显示了电流完全关断之后的

20 个时间门,简洁起见只显示了 θ = 0° ~ 90°的曲线,
θ= -90° ~ 0°的响应可由模型的对称性得到。 不论线

圈角度如何,相比无采空区时,感应电压在 500 μs 之

前都有一定的增长,500 μs 之后随着电磁波扩散出

低阻异常体,接收到的感应电压趋于无采空区时。 随

着 θ 趋近于 0,即 nT 逐渐指向异常体的中心,500 μs
之前的感应电压逐渐升高。

图 10　 不同 θ 角度的 U-t 曲线(φ=90°)
Fig． 10　 U-t curves of various θ(φ=90°)

图 11　 水平剖面示意(φ=90°)
Fig． 11　 Sketch map of horizontal section(φ=90°)

图 12 为 φ = 0°时不同角度 θ(称之为“垂直剖

面”,即 nT 的指向在竖直面上变化,图 13)的 U-t 曲
线对比,同样基于模型的对称性图中只显示了 θ =
0° ~ 90°的曲线。 与 φ= 90°相同,感应电压相比正常

煤层有明显的升高,但 φ = 0°时,最强的低阻异常响

应并不是 nT 指向积水采空区中心( θ = 0°)时,而是

在 nT 指向顶底板(θ=90°)时。

图 12　 不同 θ 角度的 U-t 曲线(φ=0°)
Fig． 12　 U-t curves of various θ(φ=0°)

对于这种看似反常的现象,本文以 500 μs 时 nT

指向积水采空区中心(φ = 0°,θ = 0°)和顶底板(φ =
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图 13　 垂直剖面示意(φ=0°)
Fig． 13　 Sketch map of vertical section(φ=0°)

图 14　 500 μs 时感应涡流密度分布

Fig． 14　 Distribution of induced eddy current density at 500 μs

0°,θ=90°)时感应涡流分布为例进行解释。 nT 指向

采空区中心和顶底板时 x=0 平面的涡流密度分布如

图 14 所示。 可见感应涡流主要集中在异常体内(图
中红色线框所示),此时瞬变电磁响应主要取决于异

常体内的涡流,而 nT 指向顶底板时异常体内的涡流

密度远大于指向采空区中心时,因此 nT 指向顶底板

时的低阻异常响应更强。 该现象也可作如下定性解

释:全空间条件下介质中的涡流可以看作一系列平行

于发射回线、并以椭球面的方式扩散的电流环,因此,
体积和形状一定的异常体,其平行于发射回线的规模

对瞬变电磁响应的影响更大,而根据本文的模型设

置,nT 指向顶底板时,异常体平行于发射回线的规模

更大,更有利于涡流的产生和发展,因此低阻异常响

应更强。

4　 结　 　 论

(1)基于时间域麦克斯韦方程和矢量有限元天

然满足的库仑规范推导了磁矢量势的赫姆霍兹方程,
结合齐次边界条件推导了相应的弱形式方程,采用对

模型适用性强的一阶四面体矢量单元对弱形式方程

进行了单元分析,并在单元分析时将回线源视为多个

电流元克服了源的奇异性,时间离散则采用具有二阶

精度、步长逐渐增大的向后差分法进行,实现了复杂

地质模型的矿井瞬变电磁法全波形响应计算。 均匀

全空间模型的有限元数值解相对于解析解的均方相

对误差为 0． 84% ,表明本文算法是正确且具有较高

精度的。
(2)关断效应会使感应电压升高,关断时间相同

时,线性关断波形的影响大于指数关断,关断波形相

同时,关断时间越长,关断效应的影响越向晚期延伸。
(3)巷道会使早期的感应电压减小,但对晚期的

数据影响很小,因此考虑实际仪器的关断时间后,巷
道的影响基本可以忽略。

(4)对前方长方体状积水采空区的正演结果表

明,积水采空区会使感应电压升高,在水平剖面上最

强的低阻异常响应出现在发射回线指向采空区中心

时,但在垂直剖面上却出现在发射回线指向顶底板

时。 对这种现象,本文从涡流角度给出了一些解释,
但仍需进行更深入的研究,以揭示更深层次的机理。
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