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声发射系统中的一维黏弹性波导器理论模型
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摘　要：根据波动动力学的相关理论，建立了一维波导器的黏弹性力学模型，给出了模型的基本
假设，运用黏弹性理论推导了模型中声发射简谐应力波在界面的应力及位移的透反射系数公式，

得出了声发射简谐应力波在波导器中的位移、速度及加速度随传播距离变化的公式，通过公式可

知波导器接收端声发射信号位移、速度及加速度与波源声发射信号相关参数的关系，从而初步得

知波导器中声发射信号的传播规律．
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　　经过近２０ａ的研究，煤岩动力灾害声发射预警技术取得了大量的成果，某些领域已成功应用，但声
发射传播规律的理论研究相对滞后．前人研究重点是预警工艺和仪器设备，实验室研究方面主要进行了煤
岩单轴受载条件下声发射特征等基础研究，没有系统研究声发射波在各类导波器中的传播特性、煤岩体中

的传播与衰减规律等，导波器的设计与安装等主要凭经验进行，这直接影响了传感器的安装工艺及效果，

影响了声发射信号数据反演分析的可靠性，声发射技术预测煤岩动力灾害失灵现象时有发生，进而造成了

煤岩动力灾害声发射预警技术未能完全形成实用的技术体系，延迟了声发射预测技术的完全实用化［１～３］．
本文基于波动动力学的相关理论，建立了一维波导器的黏弹性理论模型，得出了声发射简谐应力波位移、

速度及加速度幅值随传播距离的变化情况．
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１　一维波导器的黏弹性理论模型

根据现场声发射系统中波导器安装情况及其中声发射信号波长情况，采取以下假设，将其简化为一维

图１　一维黏弹性波导器力学模型
Ｆｉｇ１　Ｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｗａｖｅｇｕｉｄｅｍｅｃｈａｎｉｃａｌｍｏｄｅｌ

波导器力学模型，如图１所示．
（１）半无限波导器是一维弹

性元件，有限波导器是一维黏弹

性元件．
（２）波导器变形前的平截面

在变形过程中始终保持平面．
（３）除了沿横截面恒为均匀分布的轴向应力，其它应力分量均为０．
（４）声发射应力波从无限波导器传播到有限波导器时，传播方向平行于轴向，并垂直于界面．
（５）波导器不计体力．

２　一维波导器的动力学平衡方程及透反射系数

２１　一维波导器的动力学平衡方程
一维器的弹性动力学平衡方程为

σ（ｘ，ｔ）
ｘ

＋Ｘ＝ρ
２ｕ
ｔ２
， （１）

式中，σ为应力；Ｘ为轴向方向的体力；ｕ为轴向位移；ρ为波导器材料的密度．
对于半无限波导器，引用胡克定律

σ＝Ｅε＝Ｅｕｘ
． （２）

　　其中Ｅ为杨氏模量；ε为轴向应变．由式 （１），（２）得出
ｃ２０

２ｕ（ｘ，ｔ）
ｘ２

＝
２ｕ
ｔ２
－Ｘ
ρ
． （３）

　　其中ｃ０＝ Ｅ／槡 ρ，通常称其为波导器波速．在不计体力的情况下，由式 （３）得到
ｃ２０

２ｕ（ｘ，ｔ）
ｘ２

＝
２ｕ
ｔ２
． （４）

　　同理，一维波导器的黏弹性动力学平衡方程为

σ＝Ｅ
－
ε＝Ｅ

－
ｕ
ｘ
， （５）

式中，Ｅ－为复数杨氏模量．
式 （４），（５）适用于长波长的波，即波长大于波导器直径的问题，长波长的波适用于任意截面形状

的波导器．同样波的应变、应力及速度公式也满足式 （４），（５）的形式．
２２　反射及透射系数

对于无限长波导器的初值问题

ｃ２０
２ｕ（ｘ，ｔ）
ｘ２

＝
２ｕ
ｔ２

ｕ（ｘ，０） ＝φ（ｘ）
ｕ（ｘ，０）
ｔ

＝φ１（ｘ











 ）

　　（－∞ ＜ｘ＜＋∞，ｔ≥０）， （６）

式中，φ（ｘ），φ１（ｘ）分别为位移及速度的初始函数．

００８
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式 （６）的解为
ｕ＝Ｆ（ｘ－ｃ０ｔ）＋Ｇ（ｘ＋ｃ０ｔ）， （７）

式中，Ｆ和Ｇ分别为右及左行波函数．
函数Ｆ和Ｇ有初始条件确定，即

Ｆ（ｘ）＝１２φ（ｘ）－
１
２ｃ０∫

ｘ

ａ
φ１（ξ）ｄξ，Ｇ（ｘ）＝

１
２φ（ｘ）＋

１
２ｃ０∫

ｘ

ａ
φ１（ξ）ｄξ．

　　其中ａ为任意常数．将式 （７）带入式 （６）得到［４～７］

ｕ（ｘ，ｔ）＝１２｛φ（ｘ－ｃ０ｔ）＋φ（ｘ＋ｃ０ｔ）｝＋
１
２ｃ０∫

ｘ＋ｃ０ｔ

ｘ－ｃ０ｔ
φ１（ξ）ｄξ．

　　考虑任意波导器交界面处的反射及透射，用Ａ１，Ｅ１，ρ１，ｃ０１；Ａ２，Ｅ２，ρ２，ｃ０２分别表示交界面两边材
料的横截面积、弹性模量、密度及其中应力波速度，并用 Ｉ，Ｒ，Ｔ分别表示入射波、反射波及透射波，
交接面处连续条件分别为

位移： ｕ１ ＝ｕ２，即ｕＩ＋ｕＲ ＝ｕＴ， （８）
速度： ｖ１ ＝ｖ２，即ｖＩ＋ｖＲ ＝ＶＴ， （９）
轴力： Ｎ１ ＝Ｎ２，即ＮＩ＋ＮＲ ＝ＮＴ． （１０）

　　此时，Ｎ表示波导器中轴力．若入射的右行波ｕＩ＝ＦＩ（ｘ－ｃ０１ｔ）＝ＦＩ（ξ），其中ｃ０１＝ Ｅ１／ρ槡 １，ξ＝ｘ－
ｃ０１ｔ，ｕＩ对ｘ和ｔ求偏导数，即

ｕＩ
ｘ
＝
ｄＦＩ
ｄξ
，
ｕＩ
ｔ
＝－ｃ０１

ｄＦＩ
ｄξ
． （１１）

　　由式 （１１）得到
ｕＩ
ｔ
＝ｃ０１

ｕＩ
ｘ
． （１２）

　　同理对反射波和透射波有
ｕＲ
ｔ
＝
ｃ０１ｕＲ
ｘ
，
ｕＴ
ｔ
＝－ｃ０２

ｕＴ
ｘ
． （１３）

　　因速度ν＝ｕ／ｔ，则将式 （１２），（１３）代入到速度连续条件 （９）可得

－ｃ０１
ｕＩ
ｘ
＋ｃ０１

ｕＲ
ｘ
＝－ｃ０１

ｕＴ
ｘ
． （１４）

　　由关系式ｕ／ｘ＝ε＝σ／Ｅ＝Ｎ／（ＡＥ）可将式 （１４）转化为

－ｃ０１
ＮＩ
Ａ１Ｅ１

＋ｃ０１
ＮＲ
Ａ１Ｅ１

＝－ｃ０２
ＮＴ
Ａ２Ｅ２

． （１５）

　　由式 （１５）得到
ＮＴ ＝α（ＮＩ－ＮＲ）． （１６）

　　其中，α＝
ｃ０１Ａ２Ｅ２
ｃ０２Ａ１Ｅ１

＝
ｃ０２Ａ２ρ２
ｃ０１Ａ１ρ１

．由式 （１０），（１５）及 （１６）可得到力的反射和透射系数为

ＮＲ
ＮＩ
＝α－１
α＋１

，
ＮＴ
ＮＩ
＝ ２α
α＋１

． （１７）

　　由位移、应变及应力的关系式，通过积分可得到位移的反射及透射系数为

λＲ ＝
ｕＲ
ｕＩ
＝－α－１
α＋１

，λＴ ＝
ｕＴ
ｕＩ
＝ ２
α＋１

． （１８）

　　在半无限波导器与有限波导器的交接面、有限波导器信号接受端考虑反射及透射时，同样用 Ａ１，Ｅ１，
ρ１，ｃ０１；Ａ２，Ｅ２，ρ２，ｃ０２；Ａ３，Ｅ３，ρ３，ｃ０３分别表示半无限波导器、有限波导器及其信号接收端右边材料
的横截面积、弹性模量、密度及其中应力波速度，对于图１所示的一维波导器力学模型采用式 （１８）可

１０８
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得出通过半无限波导器及有限波导器交接面的应力波位移的透、反射系数，从而知透射应力波位移

ｕＴ１ ＝λＴ１ｕＩ１．

３　简谐波在一维黏弹性波导器中的传播规律

设ｕＩ１ ＝ｕ０ｅｘｐ［ｉω（ｔ－ｘ／ｃ）］，则ｕＴ１ ＝λＴ１ｕＩ１ ＝λＴ１ｕ０ｅｘｐ［ｉω（ｔ－ｘ／ｃ）］．对于式 （５），令 Ｅ－＝Ｅ１＋

ｉＥ２，｜Ｅ
－｜＝（Ｅ２１＋Ｅ

２
２）
１／２，θ＝ａｒｇＥ

－＝ｔａｎ－１（Ｅ２／Ｅ１），则

ｃ＝ Ｅ－( )ρ
１／２
＝ ｜Ｅ－｜( )ρ

１／２
ｅｉ
θ
２． （１９）

　　由于ｃ为复数，为得到实的波速，令

ｓ－＝１／ｃ＝ｓ１＋ｉｓ２． （２０）
则

ｕＴ１ ＝λＴ１ｕＩ１ ＝λＴ１ｕ０ｅｘｐ（ωｓ２ｘ）ｅｘｐ［ｉω（ｔ－ｓ１ｘ）］． （２１）
　　令ωｓ２＝－ａ（ａ为衰减因子），ｅｘｐ（ωｓ２ｘ）为应力波幅值随距离的变化系数．

由式 （１９）及 （２０）可得

ｓ－＝１ｃ＝
ρ

｜Ｅ－( )｜
１／２

ｅｉ
θ
２ ＝

ρ

｜Ｅ－( )｜
１／２

ｃｏｓθ２－ｓｉｎ
θ( )２ ．

　　从而

ｓ１ ＝
ρ

｜Ｅ－( )｜
１／２

ｃｏｓθ２，ｓ２ ＝－
ρ

｜Ｅ－( )｜
１／２

ｉｓｉｎθ２． （２２）

　　设实的波速为ｃ０２，于是得

ｃ０２ ＝
１
ｓ１
＝ Ｅ－( )ρ

１／２
ｓｅｃθ２，ａ＝－ωｓ２ ＝

ω
ｃ０２
ｔａｎθ２． （２３）

　　对于马克斯韦尔体，其微分型本构关系为
ａ１σ＋σ＝ｂ１ε，Ｐ（Ｄ）＝ａ１Ｄ＋１，Ｑ（Ｄ）＝ｂ１（Ｄ）． （２４）

　　由式 （１９），（２３）及 （２４）可得

Ｅ－＝
ｂ１（ｉω）
ａ１（ｉω）＋１

＝
ａ１ｂ１ω

２

１＋（ａ１ω）
２＋ｉ

ｂ１ω
１＋（ａ１ω）

２，｜Ｅ
－｜＝（Ｅ２１＋Ｅ

２
２）
１／２ ＝ｂ１ω（１＋ａ

２
１ω
２）－１／２，

ｔａｎθ＝
Ｅ２
Ｅ１
＝
ｂ１ω
ａ１ｂ１ω

２ ＝
１
ａ１ω
．

ｃ０２ ＝
１

１＋ １＋ １
ａ１

( )ω槡








２
２ｂ１
ａ１







ρ

１／２

， ａ＝ １＋ １
ａ１

( )ω槡
２
－( )１ａ１ρ２ｂ[ ]

１

１／２

ω． （２５）

　　对于有限波导器信号接收端入射应力波位移ｕＩ２＝ｕＴ１，有限波导器信号接收端可看作自由端，由于自
由端Ａ３Ｅ３／ｃ０３Ａ２Ｅ２／ｃ０２，即ａ→０的极限情况，由式 （１８）可知：自由端λ＝２，由此可推出自由端

ｕ＝２ｕＩ２ ＝２ｕＴ１． （２６）
　　由式 （２１），（２２），（２５）及 （２６）可得自由端

ｕ＝２λＴ１ｕ０ｗ
２ｅｘｐ－ １＋（ａ１ω）

－
槡

２－( )１ａ１ρ／（２ｂ１[ ]）１／２ω{ }ｘＣ，

ν＝２λＴ１ｕ０ｗｉｅｘｐ－ １＋（ａ１ω）
－

槡
２－( )１ａ１ρ／（２ｂ１[ ]）１／２ω{ }ｘＣ′，

ａ＝－２λＴ１ｕ０ｗ
２ｅｘｐ－ １＋（ａ１ω）

－
槡

２－( )１ａ１ρ／（２ｂ１[ ]）１／２ω{ }ｘＣ″
{

，

（２７）

２０８
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其中

Ｃ＝ｅｘｐｉωｔ－ １
１＋ １＋（ａ１ω）

－
槡

２

２ｂ１
ａ１( )ρ

－１／

[ ]
２

{ }ｘ．
　　式 （２７）即为有限波导器自由端第１次接受到的应力波位移、速度及加速度，随后波导器自由端不
断接受到通过无限波导器及有限波导器交接面及有限波导器自由端多次的反射及透射后的应力波信号，直

到信号衰减为０．

４　结　　论

（１）基于波动动力学的相关理论建立了一维波导器的黏弹性理论模型，并给出了相关假设．
（２）基于所建力学模型及假设，利用黏弹性理论得出了其中弹性及黏弹性波导器的动力学平衡方程

及其界面的透反射系数公式．
（３）推导出了声发射简谐波在一维黏弹性波导器传播过程中的位移、速度及加速度随传播距离变化

的公式，由公式可知位移、速度及加速度幅值绝对值与传播距离成指数衰减关系．对同一性质、不同长度
的波导器，波导器长度越长，接收端信号位移、速度及加速度幅值绝对值越小．

（４）通过对波源声发射信号的位移、速度及加速度与波导器接收端声发射信号关系的研究，对声发
射系统中波导器声发射信号的传播规律有了初步的了解．
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