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岩石非线性拉、压蠕变模型及其参数识别
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摘 要:基于岩石单轴拉、压作用下加速蠕变曲线的幂函数拟合分析，推导了二元件黏塑性蠕变模

型中黏性元件的非线性表达式，并将建立的非线性黏塑性模型与 Burgers 蠕变模型串联建立一个新

的非线性黏弹塑性拉、压蠕变模型。分析显示该模型能够描述岩石在直接拉伸、压缩作用下的衰减

蠕变、稳态蠕变和加速蠕变 3 个阶段。结合对重庆红砂岩单轴直接拉伸与单轴压缩蠕变试验结果，

通过 Matlab 编写 Quasi － Newton 优化算法( BFGS) 实现了岩石非线性黏弹塑性拉、压蠕变模型的参

数辨识，辨识参数相关性系数平方 R2
均在 96%以上。将模型与修正西原模型比较发现非线性黏弹

塑性拉、压蠕变模型线型吻合程度均高于修正西原模型，表现出拉、压蠕变特性的适用性，从而进一

步验证了模型描述岩石拉伸以及压缩蠕变特性的正确性。
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Nonlinear creep model of rock in tensile or compressive
stress and its parameter identification
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Abstract: Based on the power function fitting analysis of acceleration creep curves of rocks in tensile and compressive
stress，a nonlinear expression of viscous components in the visco-plastic creep model was derived，which then incorpo-
rated with the Burgers creep model to achieve the building of a new nonlinear creep model． This new model can well
describe the decay，steady-state and acceleration creep stages of rocks in tensile or compressive stress． Combined with
creep test results of red sandstones in Chongqing under uniaxial direct tension and uniaxial compression，compiled the
Quasi-Newton algorithm( BFGS) by Matlab program，which helps to identify the parameters of creep model of rocks in
tension and compression． The results indicate that squared value of identification parameters correlation coefficient，R2，

is more than 96% ; and the new nonlinear creep model does better in fitting creep curves of rocks in tension and com-
pression than the modified Nishihara model as well as in applicability to the tensile and compressive features of rocks，
thus further verifying this model’s validity in describing the rock creep deformation in tension and compression．
Key words: creep; direct tension; creep model

岩石的蠕变是指岩石在恒定应力条件下其应变

随着时间增长的力学现象，许多工程实践与研究都表

明岩体失稳破坏与时间有着密切的关系
［1］。岩石蠕

变模型作为岩石流变力学理论研究中极为重要的组

成部分，其正确性对准确反映和预测岩石的蠕变过程

非常重要。然而，由于试验条件和设备的不完善等影

响因素，岩石蠕变模型理论的发展并不是很成熟，一

方面，岩体开挖后涉及到的多数是压应力状态，这使

得目前绝大多数蠕变模型是建立在岩石受压的基础

上; 另一方面，传统的岩石蠕变模型如 Kelvin 模型、
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西原模型以及 Burgers 模型等均不能反映岩石的非线

性蠕变特征。岩石的抗拉强度仅为其抗压强度的 1 /
6 ～ 1 /32［2］。在岩土工程中，如果存在受拉区域，则其

稳定性就可能受拉伸区的控制，拉应力作用下的变形

特性在边坡和地下工程等岩土工程稳定性评价中同

样占有非常重要的地位。因而，研究一种适合岩石

拉、压应力作用下的蠕变模型对于岩土工程实际具有

重要的理论和现实意义。
岩石室内蠕变试验操作简便，试验环境容易控

制，因而是了解岩石蠕变特性的主要方法之一
［3］。

长期以来，国内外学者根据室内岩石蠕变试验资料，

选择适当的蠕变模型，并确定相应的流变参数，已经

取得了一些成果
［4 － 7］。当前，在已有的模型中引入非

线性元件已逐渐成为岩石流变力学理论研究的重点

与热点。如徐卫亚等
［8］

将岩石非线性黏塑性体与五

元件黏弹性模型串联建立了岩石七元件非线性黏弹

塑性流变模型; 袁海平等
［9］

基于 Mohr Coulomb 准则

提出改进的 Burgers 蠕变模型; 曹树刚等
［10］

提出了修

正西原正夫模型的非线性蠕变模型等。然而，以上非

线性蠕变模型在蠕变参数确定或者对特定岩石的应

用方面仍有待得到进一步的研究。
本文在分析已有研究成果

［8，11 － 12］
的基础上，依

据试验数据，采用经验公式推导了二元件非线性黏塑

性蠕变模型的本构方程，并将该模型与 Burgers 蠕变

模型串联组成一种新的适合岩石拉、压特性的非线性

黏弹塑性蠕变模型。基于 Quasi － Newton 非线性优

化算法( BFGS) 的 Matlab 编程实现了模型参数的识

别，并将该模型与文献［10］提出的修正西原模型进

行拟合对比，验证了模型的正确性。

1 数据来源

为研究岩石蠕变特性，笔者以重庆市典型的红砂

岩为研究对象，应用自行设计的试验装置和 RLW －
2000M 岩石蠕变试验机分别进行单轴直接拉伸试验

与单轴压缩蠕变试验，取得了较好的试验效果，本文

所有数据均来自该试验。有关试验设备的制作、试验

方法的制定和数据的采集方法，笔者已在文献［3］中

做过详尽说明，在此不再赘述。

2 非线性黏弹塑性蠕变模型

2. 1 非线性黏塑性模型

用非线性元件代替蠕变模型中的线性元件是建

立岩石的非线性蠕变模型的一种较为理想的方案之

一
［13］，如将 η 值视为非定常的变数值。为充分反映

岩石的加速蠕变特征，本文基于试验曲线，采用经验

公式拟合、类比的方法对二元件黏塑性模型中的黏性

系数 η 进行如下非线性处理:

首先，采用幂函数对红砂岩在拉伸以及压缩作用

下的加速蠕变曲线进行拟合，其表达式为

ε = ε0 + Atn ( 1)

式中，ε0 为加速蠕变之前的应变值; A 为拟合参数，其

代表应力历时状态; t 为蠕变时间; n 为加速蠕变参

数。
图 1、2 分别为应用式( 1 ) 得到的岩石在单轴拉、

压应力状态下的加速蠕变试验曲线与理论曲线的对

比，表 1 为拟合参数及拟合相关系数列表。

图 1 1. 26 MPa 拉伸加速蠕变曲线与理论曲线的对比

Fig. 1 Comparison between theoretical curve and accelerate
creep curve in 1. 26 MPa tension stress

图 2 50. 45 MPa 压缩加速蠕变曲线与理论曲线

Fig. 2 Comparison between theoretical curve and accelerate
creep curve under compressive stress of 50. 45 MPa

表 1 加速蠕变拟合参数

Table 1 Parameters identification of accelerate creep

应力状态 ε0 A n R2

1. 26 MPa 拉伸 0. 065 1. 85 × 10 －20 46. 412 0. 976

50. 45 MPa 压缩 0. 359 3 061. 837 14. 435 0. 997

从图 1、2 以及表 1 可以看出，采用幂函数对岩石

在拉、压状态下的加速蠕变曲线进行拟合，其拟合线

型吻合效果很好，拟合相关系数的平方 ( R2 ) 均在

0. 97 以上。可见幂函数可以用来描述岩石在拉、压

状态下的加速蠕变情况。
对于二元件黏塑性蠕变模型，当 σ ＞ σs 时，其蠕

变方程可表示为

1441

中
国

煤
炭

期
刊

网
 

www.ch
ina

ca
j.n

et



煤 炭 学 报 2011 年第 36 卷

ε =
σ － σs

η
t + ε0 ( 2)

对比式 ( 1 ) 与式 ( 2 ) ，令两式相等，并取 ( σ －
σs ) /η0 = A，则可以得到黏性元件 η 的非线性表达

式

η( n，t) = η0
tn－10

tn－1
=

η0

tn－1
( 3)

式中，t0 为单位参考时间; η0 为加速蠕变初始黏性系

数; σs 为岩石的屈服强度。
经过处理后得到的二元件非线性黏塑性模型如

图 3 所示。该模型可以充分反映岩石在不同应力状

态下的加速蠕变特征，其相应的蠕变本构方程可表示

为

ε( t) =
H( σ － σs )

η( n，t)
t =

H( σ － σs )
η0

tn ( 4)

其中，t0 为单位参考时间，这里设定为 1。式中函数 H
的表达式如下:

H( σ － σs ) =
0 ( σ≤ σs )

σ － σs ( σ ＞ σs
{ )

( 5)

图 3 非线性黏塑性模型

Fig. 3 Nonlinear viscplastic model

2. 2 非线性黏弹塑性拉、压蠕变模型

岩石的蠕变试验曲线特征为黏弹性时，常用 Bur-
gers 蠕变模型进行分析

［14 － 15］。结合红砂岩拉、压蠕

变试验结果，本文将上述非线性黏塑性模型与 Bur-
gers 蠕变模型进行串联，组成如图 4 所示岩石非线性

黏弹塑性蠕变模型，以描述砂岩拉、压蠕变特性。

图 4 非线性蠕变模型

Fig. 4 Nonlinear creep model

当 σ≤ σs 时，非线性黏滞系数不起作用，模型只

有 1、2 部分参与蠕变，实际上为 Burgers 模型，其相应

的状态方程为

σ = σ1 = σ2

ε = ε1 + ε2

ε·1 = σ·1 /E1 + σ1 /η1

σ2 = E2ε2 + η2ε·













2

( 6)

本构方程为

σ + η1

E1
+
η1 + η2

E( )
2

σ· +
η1η2

E1E2
σ̈ =

η1ε·+
η1η2

E2
ε̈ ( 7)

但当 σ ＞ σs 时，图 4 中 1、2 和 3 均参与蠕变，此

时蠕变方程为六元件非线性黏弹塑性模型，其相应的

状态方程如式( 8) 所示

σ = σ1 = σ2 = σ3

ε = ε1 + ε2 + ε3

ε·1 = σ·1 /E1 + σ1 /η1

σ2 = E2ε2 + η2ε·2

σ3 = σs + η0ε3 / t















n

( 8)

相应的本构方程为

η1ε·+
η1η2

E2
ε̈ = σ (+

η1

E1
+
η1 + η2

E2
+
η1

η0
tn +

2η1η2nt
n－1

E2η )
0

σ· (+
η1η2

E1E2
+
η1η2

η0E2
t )n σ̈ +

( σ － σs ) η1nt
n－2

η0
t + η2

n － 1
E( )

2
( 9)

上面各式中 σ 与 ε 分别为模型的总应力与总应

变; σ1、σ2 和 σ3 分别为图 4 中 1、2 和 3 对应部分的

应力; ε1、ε2 和 ε3 分别为图 4 中 1、2 和 3 对应部分的

应变; E1、E2、η1、η2 和 η0 分别为岩石材料的弹性、黏
性参数，其中 η0 为图 4 中对应 η( n，t) 的初值; σs 为

岩石在拉伸或压缩状态下的长期强度或者屈服强

度。
将式( 5) 与式( 7) 进行拉普拉斯变换以及拉普拉

斯逆变换，即可得到岩石非线性黏弹塑性模型的蠕变

方程为

ε =
σ0

E1
+
σ0

η1
t +

σ0

E2
1 － exp －

E2

η2
( )[ ]t

( σ≤ σs )

ε =
σ0

E1
+
σ0

η1
t +

σ0

E2
1 － exp －

E2

η2
( )[ ]t +

σ0 － σs

η0
tn ( σ ＞ σs













 )

( 10)
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2. 3 非线性黏弹塑性模型的蠕变特性

式( 8) 的第 2 式两边同时对时间 t 进行一次求导

与二次求导，可以得到

ε· =
σ0

η1
+
σ0

η2
exp －

E2

η2
( )t +

σ0 － σμ

η0
ntn－1 ( 11)

ε̈ = －
E2σ0

η2
2
exp －

E2

η2
( )t +

σ0 － σμ

η0
n( n － 1) tn－2

( 12)

从式( 11) 与( 12) 可以得出: 当 n = 1 时，有 ε· ＞

0，ε̈ ＜ 0，这时蠕变模型只能反映岩石蠕变全过程曲

线中的瞬时加载应变、衰减蠕变和稳态蠕变阶段，而

不能反映岩石的加速蠕变阶段; 而当 n ＞ 1 时，应变 ε

的一阶导数 ε·恒大于 0，但应变的二阶导数 ε̈ 随时间

的变化可以小于 0、等于 0 或大于 0，正好可以对应岩

石蠕变全过程曲线的衰减蠕变、稳态蠕变以及加速蠕

变三阶段，且 n 值越大反映的加速蠕变速率越大。

3 模型参数识别及其验证

3. 1 模型参数识别

精确可靠的技术方法对蠕变模型的选择、参数识

别以及 拟 合 曲 线 与 试 验 资 料 的 吻 合 等 都 至 关 重

要
［16］。最小二乘法在岩石蠕变模型参数估计法中一

直占统治地位。但是，该法对于解决非线性问题其效

果并不理想。目前，对非线性蠕变模型中的加速蠕变

阶段不少学者采用将其单独拟合的方法
［7，17］，虽取得

了较好的拟合效果，但破坏了岩石非线性蠕变模型的

整体性。因此，本文采用 Quasi － Newton 非线性优化

算法( BFGS 算法) 的 Matlab 编程实现对岩石非线性

黏弹塑性拉、压蠕变模型的参数识别。
红砂岩单轴直接拉伸与单轴压缩蠕变试验分别

采用笔者自行设计加工的岩石挂重直接拉伸蠕变装

置与 RLW － 2000M 岩石蠕变试验机进行。试验前，

首先对该红砂岩的拉、压强度以及屈服强度进行测

试，测得该红砂岩平均单轴抗压强度为 57. 70 MPa，

平均单轴抗拉强度为 1. 75 MPa; 红砂岩的屈服强度

单轴压缩为 48. 96 MPa，单轴直接拉伸为 1. 18 MPa，

分别为其强度的 84. 85% 与 67. 43%。基于 BFGS 算

法对拉伸与压缩作用下的蠕变试验曲线进行非线性

黏弹塑性拉、压蠕变模型拟合，得到参数见表 2。
从表 2 中可以看出模型参数识别的相关系数平

方 R2
均趋近于 1，说明模型拟合精度比较高。

表 2 非线性拉、压蠕变模型参数

Table 2 Parameter identification of nonlinear creep model in tensile and compression

状态 σ /MPa E1 /MPa η1 / ( MPa·h) E2 /MPa η2 / ( MPa·h) η0 / ( MPa·h) n R2

0. 43 4 133. 29 947 869. 39 24 206. 07 28 149. 65 0. 96

0. 71 5 334. 34 393 803. 42 9 010. 15 1 619. 71 0. 97

拉伸 0. 99 4 289. 43 404 149. 27 9 252. 34 350. 33 0. 97

1. 14 2 914. 86 401 173. 96 19 322. 03 4 147. 79 0. 99

1. 26 2 248. 66 65 030. 80 23 813. 85 3 415. 99 3. 20 × 1012 20. 87 0. 98

28. 03 14 010. 79 2 224 603. 18 427 286. 59 54 239. 60 0. 97

33. 63 14 276. 01 4 472 044. 73 479 059. 83 118 797. 35 0. 97

压缩 39. 24 14 696. 63 1 933 004. 93 503 722. 72 85 110. 73 0. 96

44. 84 14 709. 84 2 989 333. 33 360 450. 16 214 119. 06 0. 99

50. 45 15 479. 31 159 208. 46 237 739. 71 9 200. 14 2. 63 × 10 －1 14. 51 0. 99

3. 2 模型验证

为进一步验证提出的非线性拉、压蠕变模型的合

理性，采用该模型与文献［4］提出的修正西原模型对

岩石拉、压蠕变试验曲线进行了拟合对比，部分对比

结果如图 5 所示。
由图 5 可以看出: 文献［4］提出的改进西原模型

对于衰减蠕变历时较长或者加速蠕变速率较慢的蠕

变曲线拟合效果相对较好，然而对于衰减蠕变以及加

速蠕变历时相对较短的蠕变曲线，其拟合效果并不是

非常理想。相对而言，本文提出的非线性黏弹塑性

拉、压蠕变模型，其无论从低应力条件 ( 小于岩石屈

服强度) 还是高应力条件，试验曲线与该模型理论曲

线吻合效果均非常好。结合该模型参数识别相关性

系数平方( R2 ) 均趋近于 1，使得模型在岩石拉、压蠕

变方面的适用性得到了充分的验证。
任何模型都存在一定的缺陷，笔者在本文中构建

的非线性拉压蠕变模型同样存在不足: 一方面，因模

型中引入了时间 t 的 n 次方，这对于将来运用于数值

计算( 如 FLAC3D 的二次开发) 相对较难; 另一方面，

限于数据源自重庆市红砂岩相关试验，因此对于其他

岩石的适用性还有待进一步的试验或者工程实例验

证。
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图 5 非线性拉压蠕变模型与改进西原模型的对比

Fig. 5 Comparison of nonlinear creep model in tensile or compressive stress with modified Nishihara model

4 结 论

( 1) 在采用幂函数对红砂岩单轴拉伸与压缩加

速蠕变试验曲线进行拟合分析的基础上，对二元件黏

塑性模型中的黏性元件进行了非线性改进，并将得到

的非线性黏塑性模型与 Burgers 蠕变模型串联，建立

一个新的可表示岩石非线性拉、压蠕变特性的黏弹塑

性蠕变模型。
( 2) 建立的非线性黏弹塑性拉、压蠕变模型，可

表述岩石在不同应力荷载下的瞬时加载应变、衰减蠕

变、稳态蠕变以及加速蠕变等过程。
( 3) BFGS 算法可直接对非线性拉、压蠕变模型

参数进行拟合，其拟合相关系数平方 ( R2 ) 均大于

0. 96。通过与修正西原模型对岩石拉、压试验蠕变曲

线的拟合进行对比，验证了模型在岩石拉、压蠕变方

面的适用性。
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