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摘 　要 : 通过以系统输入、输出的随机响应采样值为依据的子空间辨识方法获取系统的模态参数

和空间状态方程. 在辨识过程中分别根据输入 /输出信号和输出信号进行辨识 , 并利用实验测试

数据验证模型的精度. 辨识和实验结果比较表明 , 此方法能够得到多自由度系统较精确的状态空

间模型 , 为振动控制器的设计提供了一个精确的控制模型.
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Abstract: Proposed a new method to get modal parameters and state space by subspace identification based on in2
put and output data. The identification and experiment of a active constrained layer damp ing (ACLD) tubby struc2
ture was given to validate the p roposed method. The results indicate that the method p roposed can get an accurate

state space model for controller design.
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　　子空间辨识方法源于线性定常系统的可观可控性理论 , 具有辨识精度高和数值运算稳定等特点. 这类

方法于 20世纪 90年代初出现 , 经过近 20 a的研究和发展 , 现已广泛应用于不同领域的动力学模型辨识.

状态子空间系统辨识算法 , 是确定多输入、多输出系统模型的有效方法之一 , 特别是对于复杂的高阶系

统 , 比传统方法更为优越 [ 1, 2 ] . 与传统的方法比较 , 该方法无需对系统有太多的了解 , 只需要给定模型的

阶次 , 而且在辨识过程中可以通过非零奇异值的个数估计出模型的阶次 [ 3, 4 ]
. 本文针对流体作用下筒形结

构的控制模型辨识问题 , 分别根据随机的输出信号和输入 /输出信号进行了辨识.

1　辨识方法

离散状态空间模型描述为

Xk +1 = AXk + BU k , Yk = CXk + DU k , (1)
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式中 , A, B , C, D 为常数矩阵 , A ∈ Rn ×n , B ∈ Rn ×m , C ∈Rl ×n , D ∈ Rl ×m ; Xk 为状态向量 , Xk ∈

Rn ×l; U k 为输入向量 , U k ∈ Rm ×1 ; Yk 为测量输出 , Yk ∈ Rl ×1 ; k为离散时间 , 且 k≥0; n为模型阶数 ;

m , l分别为输入、输出信号的维数.

111　根据输入 /输出信号进行辨识

子空间辨识算法包括 3个主要步骤 : ①计算输入、输出的 Hankel矩阵的行空间投影. 典型的做法是

进行 QR (LQ) 分解 ; ②求解该投影的奇异值分解 , 从而直接得到可观性矩阵Γi ( i为块的行数 ) 和状

态序列 Xf 的卡尔曼滤波估计 X
^

f ; ③由可观性矩阵Γi和估计的状态序列 X
^

f 来确定系统状态空间矩阵 A, B ,

C, D. 即 Yf /U fW p =Γi X
^

f , 下标 p, f分别代表 “过去 ”和 “将来 ”, 其中当数据很多时可认为 j→∞.

W p 可以表示为 W p

def

( Y
T
p 　U

T
p ) T

. 由系统的状态空间方程可以推导出

Yp =Γi Xp + H iU p , Yf =Γi Xf + H iU f , Xf = A i Xp +ΔiU p.

Γi

def

C

CA

CA

…

CA
i - 1

∈ Rli×n.

　　扩展的可控性矩阵Δi 为

Δi = (A
i - 1

B 　A
i - 2

B 　⋯　AB 　B ) 　　 (Δi ∈ Rn×m i ) ,

H i =

D 0 0 ⋯ 0

CB D 0 ⋯ 0

CAB CB D ⋯ 0

… … … …

CA
i - 2

B CA
i - 3

B CA
i - 4

B ⋯ D

　　 (H i ∈ Rli×m i ) .

　　基于扩展可观矩阵的子空间算法 , 利用 LQ 分解计算投影得 O i

LQ

Yf /U fW p , 其中 Yf ∈Ril ×j , U f ∈

Rim ×j , W p ∈Ri (m + l) ×j , O i ∈Ril ×j. 计算加权 SVD, 得

W 1 O iW 2 = (U 1 　U 2 )
S1 0

0 S2

V
T
1

V
T
2

.

　　由于实际中噪声和有限长度数据量的影响 , O i 未必为满秩矩阵 , 可用一个秩为 N 的矩阵的奇异值分

解来近似它. 在计算奇异值分解之前 , 对 O i 分别用 W 1 和 W 2 进行左加权和右加权. 为了保持 O i 的秩不

变 , W 1 和 W 2 为满秩矩阵. 其中矩阵 W 1 ∈Ril ×il , W 2 ∈Rj×j , U 1 ∈Ril ×n , U 2 ∈Ril ×( il - n) , S1 ∈Rn ×n , V1 ∈

Rj×n和 V2 ∈Rj×( j - n) , n为阶次. 通过 SVD奇异值分解 , 得到系统的主奇异值矩阵 S1 , 从而得到系统的阶

次 , 并确定 U 1 和 V1. 扩展可观矩阵Γi =W
- 1

1 U 1 S
1 /2
1 , Γ┴

i =U
T
2W 1 , 其中Γi ∈Ril ×j , Γ

┴
i ∈R( il - n) ×il. 根据Γi

确定 A和 C.

A =Γi
÷ �Γi =Γi (1 ∶end - l, ∶) ÷Γi ( l + 1 ∶end, ∶) 　 (A ∈ Rj×ij ) , C =Γi (1 ∶l, ∶) . C ∈ R l×j.

　　确定系统矩阵 B 和 D.

M 1

M 2

…

M i

=

L 1 L 2 ⋯ L i - 1 L i

L 2 L 3 ⋯ L i 0

L 3 L 4 ⋯ 0 0

… … … …

L i 0 ⋯ 0 0

Il 0

0 Γi

D

B
= L

Il 0

0 Γi

D

B
,

(M 1 　M 2 　⋯　M i ) =Γ┴
i YfU

÷
f , L = (L 1 　L 2 　⋯　L i ) =Γ┴

i .
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112　根据输出信号进行辨识 [ 5 ]

在实际工程中 , 往往较难获取全部输入信号 (如多台设备同时工作或外部海况激励 ) , 只能根据获得

的输出信号确定系统的特性. 根据系统的输出和状态的二阶统计量 (自相关 /互相关 ) 得到系统的 Hankel

矩阵 , 系统的自相关 /互相关为

Q = E [ Xk +1 Y
T
k ], R i = E [ Yk +1 Y

T
k ]. (2)

　　将方程 (2) 代入方程 (1) 可以得到

R i = E [ Yk +1 Y
T
k ] = CA

i - 1
Q. (3)

　　定义由 R i 所构成的 Hankel矩阵分别为

H =

R1 R2 ⋯ Rq

R2 R3 ⋯ Rq +1

… … …

Rp Rp +1 ⋯ Rp +q - 1

.

　　由方程 (3) 可以得到

H =

CQ CAQ ⋯ CA
q - 1

Q

CAQ CA
2
Q ⋯ CA

q
Q

… … …

CA
p - 1

Q CA
p
Q ⋯ CA

p +q - 2
Q

. (4)

　　对方程 (4) 进行奇异值分解得到

H = U SV
T

= (U 1 　U 2 )
S1 0

0 S2

V
T
1

V
T
2

.

　　其中 , S1 µ S2. Hankel矩阵的估计值 H
^

= U 1 S1 V
T
1 = (U 1 S

015
1 ) (S

015
1 V

T
1 ) =Γ

^
Q

^
.

　　根据 Hankel矩阵可以得到系统矩阵 A和输出矩阵 C , 即

A =Γ÷
i �Γi =Γi (1 ∶end - l, ∶) ÷Γi ( l + 1 ∶end, ∶) , C =Γ̂i (1 ∶l, ∶) .

　　其中 , Γi 由Γi 的第 1～ ( end - l) 行组成 , 且 ( end - l) 大于Γi 的列数 ;
÷表示矩阵的广义逆. 由 A

的特征根 {λj } 可以估计特征频率ωj = | fs ln (λj ) | , fs为信号采样频率.

图 1　实验模型

Fig11　Experiment model

2　算 　　例

图 1为实验模型 , 1～6处各点分别粘贴主动约束层阻尼 (ACLD ). 实

验中采用单点激励和多点测试振动加速度的测试方法 , 对位置 5处的压电

材料进行激励 , 分别测试 1～3点的频率响应曲线. 图 2为在位置 5处激励

时 , 测点 1～3的实测和基于系统输入 /输出信号的子空间方法辨识得到的

加速度频率响应和相位. 通过辨识获得的频率响应曲线与实测曲线幅值、

峰值所对应的频率和变化趋势均能较好地重合 , 特别是在能量较高的高频

段 , 其拟合效果更好. 在能量较低的 100 Hz以下频段出现一些频率遗漏.

在 150～500 Hz范围内原点的相位滞后小于 180°, 测点 1, 2的相位滞后均远大于 180°. 相位辨识结果显

示 , 采用子空间辨识方法可以较好地拟合相位结果. 通过图 2的比较结果可以看出 , 子空间辨识方法具有

较高的辨识精度 , 经辨识后的模型完全可以用于主动控制系统的设计.

　　图 3为实验获得的加速度频率响应曲线和根据系统输出信号获取的系统特征值 , 特征值稳定图中纵坐

标为 Hankle矩阵行数变化量 (通过调整 Hankle矩阵行数 , 可以增加或减少用于辨识的输出信号的数据

量 ). 加速度频率响应曲线显示系统的振动加速度响应能量主要集中在高频段. 通过增加 Hankle矩阵行数

可以提高辨识的精度 , 但过多增加 Hankle矩阵行数会增加计算工作量 , 系统特征值稳定图显示 , 当 Han
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图 2　频率响应曲线

Fig12　Frequency response curves

kle矩阵行数增加到一定值后 , 频率辨识结果达到稳定. 在高频段线谱的稳定性较强 , 能较好地同实测的

加速度频率响应曲线峰值相吻合 , 说明采用基于系统输出信号的状态子空间辨识方法同样可以较好地对结

构的固有特性进行辨识.

图 3　实验加速度频率响应 ( a) 和系统特征值稳定图 ( b)

Fig13　Acceleration frequency response and stabilization diagram

3　结 　　语

以一个 ACLD筒形结构原型对子空间辨识方法进行了阐述 , 并分别利用输出信号和输入 /输出信号对

ACLD筒形结构进行了辨识. 实验结果证明 , 子空间辨识方法具有较高的辨识精度 , 经辨识后的模型完全

可以用于主动控制系统的设计.
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